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ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÊÀÐÒÎÃÐÀÔÈÈ
ÄËß ÏÐÎÅÖÈÐÎÂÀÍÈß ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ ÑÔÅÐÛ

Ïðåäìåòîì òåîðèè êàðòîãðàôè÷åñêèõ ïðîåêöèé ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñïîñî-
áû èçîáðàæåíèÿ ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ èëè ñôåðû íà ïëîñêîñòè. Ðåøàåìàÿ ïðàêòè÷å-
ñêàÿ çàäà÷à — ýòî èçîáðàæåíèå çåìíîé ïîâåðõíîñòè â ïëîñêîñòè ãåîãðàôè÷åñêîé êàð-
òû, à ýëëèïñîèä, èëè â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñôåðà, ïðèíèìàþòñÿ â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêè
îïðåäåëåííîé ôèãóðû, ìîäåëèðóþùåé çåìíóþ ïîâåðõíîñòü. Â ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêîì
îòíîøåíèè çàäà÷à äëÿ ñëó÷àÿ ñôåðû ñîñòîèò â èçîáðàæåíèè äâóõìåðíîé ïîâåðõíîñòè
ïîñòîÿííîé êðèâèçíû, ñóùåñòâóþùåé â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì («ïëîñêîì») ïðî-
ñòðàíñòâå, íà ïëîñêîé äâóõìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Â äàííîé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ îïûò ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíîé ñôåðû â ÷åòûðåõ-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è èçîáðàæåíèÿ åå ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé êàðòîãðàôèè íà
òðåõìåðíîé «ïëîñêîñòè», ò. å. â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äàëåå äàííûé
îïûò îáîáùàåòñÿ äëÿ ñôåðû n èçìåðåíèé.

Íà íàø âçãëÿä, òàêîé îïûò íå ÿâëÿåòñÿ îòâëå÷åííûì ìàòåìàòè÷åñêèì óïðàæíåíè-
åì. Êàê èçâåñòíî, â êîñìîëîãèè è òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ ãèïîòåçà
êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà íàáëþäàåìîé Âñåëåííîé ([4], ñ. 252; [5]). Â êíèãå Â. Ïàóëè
«Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè» [4] ïðèâîäÿòñÿ ôîðìóëû ðàñ÷åòà ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds íà
ñôåðå n èçìåðåíèé, ÿâëÿþùåéñÿ «ãèïåðïîâåðõíîñòüþ» â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå n +
1 èçìåðåíèé ([4], ñ. 79):
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ãäå ds — ëèíåéíûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé ñôåðå n èçìåðåíèé, dxi — ñîîòâåòñò-
âóþùèå åìó ïðèðàùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò xi åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà n + 1
èçìåðåíèé, a — ðàäèóñ êðèâèçíû ñôåðû n èçìåðåíèé, r — åãî ïðîåêöèÿ íà ýêâàòîðèà-
ëüíóþ ïëîñêîñòü ñôåðû (xn + 1 = 0), èíäåêñ i ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî n.1

Äëÿ ðàñ÷åòà ds ïðèìåíÿåòñÿ è ïðèåì èçîáðàæåíèÿ ñôåðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà íà
«ïëîñêîì». Äëÿ ýòîãî ïðèâîäèòñÿ äðóãàÿ ôîðìà âûðàæåíèÿ ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds, êî-
òîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ «ðèìàíîâûõ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò» yi.
Ýòó êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ïîëó÷àþò ïóòåì ïðîâåäåíèÿ èç êàêîé-ëèáî ïðîèçâîëüíîé
òî÷êè P0 ïðîñòðàíñòâà âñåõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëèíèé. Òîãäà ïîëîæåíèþ ëþáîé òî÷êè P
ïðîñòðàíñòâà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òîëüêî îäíà ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ P0P ([4], ñ. 72).
Âçàèìîñâÿçü êîîðäèíàò xi è yi îïðåäåëåíà âûðàæåíèÿìè ([4], ñ. 80):
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1 Â êíèãå Â. Ïàóëè [1] ñèìâîë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè i óêàçàí â ôîðìóëàõ â âèäå âåðõíåãî èíäåêñà. Çäåñü è
äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ îáùåïðèíÿòîå íàïèñàíèå — íèæíèé èíäåêñ.
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4), r — ýòî äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé ëèíèè P0P.
Ïî ôîðìóëå (8)1 âû÷èñëÿåòñÿ ëèíåéíûé ýëåìåíò ds(y), êîòîðûé äîëæåí áûòü ðàâåí

ýëåìåíòó ds(x), çàäàííîìó ïðèðàùåíèÿìè êîîðäèíàò x â ôîðìóëå (1), îäíàêî â ôîðìó-
ëå (8) îòñóòñòâóåò èíäåêñ n + 1, ò. å. âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñ ÷èñëîì
èçìåðåíèé, íà 1 ìåíüøèì, ÷åì ïî ôîðìóëå (1).

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (4)—(8) ðèìàíîâûõ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò yi è êàðòîãðà-
ôè÷åñêîé ïðîåêöèè äâóõìåðíîé ñôåðû íà ïëîñêîñòü. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðè-
âåäåííûõ ôîðìóë íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåòñÿ, åñëè ïðèíÿòü ðàçìåðíîñòü ñôåðè÷åñêîé
«ãèïåðïîâåðõíîñòè» n = 2, ò. å. ðàññìîòðåòü ïðèìåð äëÿ ïîâåðõíîñòè øàðà â òðåõìåð-
íîì (n + 1 = 3) åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1). Òîãäà ôîðìóëà (2) ïðèíèìàåò âèä
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2 2+ + = , ò. å. ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îáû÷íîé ñôåðû.
Òî÷êó ñôåðû, â êîòîðîé ðàñïîëîæåí áåñêîíå÷íî ìàëûé ëèíåéíûé ýëåìåíò ds, îáî-

çíà÷èì M0. Èç ôîðìóëû (3) è ðèñ. 1 ïîëó÷èì r x x
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öèè N0 òî÷êè M0 íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü ñôåðû. Ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè, îáðà-
çóþùèìè ñèñòåìó «ðèìàíîâûõ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò» yi, áóäóò â äàííîì ñëó÷àå äóãè
áîëüøèõ êðóãîâ ñôåðû, èñõîäÿùèå èç òî÷êè P0. Íà ðèñ. 1 r1 — ýòî äëèíà äóãè P0M0

ñôåðû. Äàííîé äóãå ñîîòâåòñòâóåò óãîë (ïîëÿðíîå ðàññòîÿíèå)
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ÿâëÿþùèéñÿ îäíîé èç äâóõ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò, çàäàþùèõ ïîëîæåíèå òî÷êè â
äâóõìåðíîì ñôåðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Âòîðóþ ñôåðè÷åñêóþ êîîðäèíàòó îáîçíà÷èì
q2 è ïîñòðîèì èçîáðàæåíèå ïàðàëëåëè ñôåðû ñ òî÷êîé M0 â ïëîñêîñòè íîðìàëüíîé àçè-
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1 Â êíèãå Â. Ïàóëè ([4], ñ. 80) â ôîðìóëå (128) âûðàæåíèå yidyi â ïðàâîé ÷àñòè ïðèâåäåíî áåç çíàêà ñóììè-
ðîâàíèÿ, ÷òî â îáùåïðèíÿòîì ïîíèìàíèè ëèøàåò åãî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ. Çàìå÷àíèå î òîì, ÷òî çíàê ñóì-
ìèðîâàíèÿ â ïîäîáíûõ âûðàæåíèÿõ ìîæåò áûòü îïóùåí (íî ïîäðàçóìåâàåòñÿ) ïðèâåäåíî â § 8 êíèãè íà
ñòð. 43.

Ðèñ. 1. Äâóõìåðíàÿ ñôåðà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 3 èçìåðåíèé. Òî÷êà M0 ñôåðû è åå ñôåðè÷åñêèå
êîîðäèíàòû.



ìóòàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé ïðîåêöèè (Ïîñòåëÿ) â ñèñòåìå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò
PY1Y2 (ðèñ. 2). Ìàñøòàá m0 â öåíòðàëüíîé òî÷êå P ïðîåêöèè ïðèíèìàåì ðàâíûì 1,
âñëåäñòâèå ÷åãî ÷àñòíûé ìàñøòàá â òî÷êàõ ïðîåêöèè ðàâåí óâåëè÷åíèþ äëèí c. Òî÷-
êîé M èçîáðàæàåòñÿ òî÷êà M0, îòðåçêîì MM� = dL — êîíå÷íûé ìàëûé îòðåçîê M M
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Ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (4), (5),
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Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò yi, ïðèìåíåííîé â êíèãå Ïàóëè [4]
äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, èäåíòè÷íû âûðàæåíèÿì êîîðäè-
íàò Yi íîðìàëüíîé àçèìóòàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé ïðîåêöèè. Èñõîäÿ èç ýòîãî
ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî y1 = Y1, y2 = Y2, dy1 = dY1, dy2 = dY2 è êîîðäèíàòû yi ìîæíî
ñ÷èòàòü ïðÿìîóãîëüíûìè êîîðäèíàòàìè íîðìàëüíîé ïðîåêöèè Ïîñòåëÿ, ïî êðàéíåé
ìåðå äëÿ n = 2.

Åñëè ýòî çàêëþ÷åíèå ñïðàâåäëèâî, òî îòðåçîê dL dY dY= +
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èçîáðàæåíèåì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds â ïëîñêîñòè ïîñòðîåííîé ïðîåêöèè è, ñëåäîâà-
òåëüíî,
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c
( ) ( ) ( )= = = , (11)

ãäå ds(x), ds(y) è ds(Y) — ëèíåéíûé ýëåìåíò ds, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëàì (1), (8) è
(10) ñîîòâåòñòâåííî, ñ — ìàñøòàá â àçèìóòàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé ïðîåêöèè ïî
ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ.

Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (11) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ïóòåì ìîäåëèðîâàíèÿ ëè-
íåéíîãî ýëåìåíòà ds íà ñôåðå 2 (è áîëåå) èçìåðåíèé è ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ ïî
ôîðìóëàì (1), (8) è (10).
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Ðèñ. 2. Èçîáðàæåíèÿ M òî÷êè M0 è dL = MM� ýëåìåíòà ñôåðû ds â ïëîñêîñòè àçèìóòàëüíîé ðàâíîïðî-
ìåæóòî÷íîé ïðîåêöèé.



Ìîäåëü ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds äîëæíà îòâå÷àòü óñëîâèÿì:
— ëèíåéíàÿ ïðîòÿæåííîñòü îòðåçêà M M
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ñòàòî÷íî ìàëà îòíîñèòåëüíî ðàäèóñà ñôåðû a , òàê ÷òîáû â ðàñ÷åòàõ àäåêâàòíî çàìå-
íÿòü òåîðåòè÷åñêèé áåñêîíå÷íî ìàëûé ëèíåéíûé ýëåìåíò;

— îòðåçîê M M
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� , ìîäåëèðóþùèé ds â ïðîñòðàíñòâå n + 1 èçìåðåíèé, äîëæåí ïðè-
íàäëåæàòü ñôåðå n èçìåðåíèé.
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äèíàòàì ñîîòâåòñòâóþò ïðÿìîóãîëüíûå xi (ðèñ. 1), xi
’ è èõ ïðèðàùåíèÿ dx x xi i i= −R . Ïî

ýòèì äàííûì è ôîðìóëå (1) âû÷èñëÿåòñÿ êîíòðîëüíàÿ âåëè÷èíà ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(x).
Âûâåäåì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèå (11).
Äëÿ ïîäñòàíîâêè â ôîðìóëó (8) òðåáóþòñÿ âåëè÷èíû yi, dyi. Èç ôîðìóëû (5) ñ ó÷å-

òîì îáîçíà÷åíèé, ïðèíÿòûõ íà ðèñ. 1 è 2, ñëåäóåò:
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ôîðìóëû (13) è (14), êàê è èñõîäíàÿ ôîðìóëà (5), âåðíû
äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé n.

Ôîðìóëû ðàñ÷åòà âåëè÷èíû c äëÿ ïîäñòàíîâêè â âûðàæåíèå (10) âûâåäåì èç èçâå-
ñòíîé â òåîðèè èñêàæåíèé ôîðìóëû ([2], ñ. 115):

1 1 1
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ãäå ae, be — áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè ýëëèïñà èñêàæåíèé, u — óãîë ìåæäó áîëüøîé ïî-
ëóîñüþ è íàïðàâëåíèåì â ïëîñêîñòè ïðîåêöèè, ïî êîòîðîìó ðàññ÷èòûâàåòñÿ óâåëè÷åíèå.

Äëÿ íîðìàëüíîé ïðîåêöèè Ïîñòåëÿ ae = cp, à be = 1, ãäå cp — ìàñøòàá ïî ïàðàëëåëè,
îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé
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Ñîãëàñíî ôîðìóëå (15), ïîëó÷èì
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Èç ðèñ. 1 ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (16) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ
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Íà ðèñ. 2 áîëüøàÿ ïîëóîñü ýëëèïñà èñêàæåíèé AB, ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ïðîåêöèè,
êàñàòåëüíà ê ïàðàëëåëè â òî÷êå M è íîðìàëüíà ê ðàäèóñó èçîáðàæåíèÿ ïàðàëëåëè. Ó÷è-
òûâàÿ ìàëîñòü ds (è ñîîòâåòñòâåííî dL) èç ðèñóíêà, ïîëó÷èì äëÿ ïîäñòàíîâêè â (19):

u
d

d
=

⋅
arctg

ρ
θ ρ

1

2 1

. (20)

Åñëè ýëåìåíò ds ðàñïîëîæåí ïî ïàðàëëåëè, òî c = cp.
Ðåøåíèå ïðèìåðîâ äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (11) ïðè n = 2. Ìî-

äåëèðóåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûé ëèíåéíûé ýëåìåíò ds íà ñôåðå 2 èçìåðåíèé, ïîñòðîåí-
íîé â åâêëèäîâîì («ïëîñêîì») ïðîñòðàíñòâå 3 èçìåðåíèé. Âû÷èñëÿåòñÿ äëèíà ds ïî êî-
îðäèíàòàì xi ïðîñòðàíñòâà 3 èçìåðåíèé, ïî èçîáðàæåíèþ dL ýëåìåíòà ds â ðàâíîïðîìå-
æóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè è ïî ðèìàíîâûì íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì yi.

È ñ õ î ä í û å ä à í í û å. Ðàäèóñ ñôåðû a = 1. Íà ñôåðå ïîëîæåíèå òî÷êè çàäàåòñÿ
ïîëÿðíûì ðàññòîÿíèåì q1 îò óñëîâíîãî «ïîëþñà» P0 è óãëîì q2 îò íà÷àëüíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ (ðèñ. 1). Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê M0(q1,q2) è M

0 1 2
R R R( )θ θ , îïðåäåëÿþùèõ

ïîëîæåíèå ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds M M=
0 0

� , ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Â ïðèìåðå 2 ïðèíÿòî
θ θ

1 1
’ = è ýëåìåíò ds äîëæåí ñîâïàäàòü ñ ïàðàëëåëüþ.

Ï î ñ ë å ä î â à ò å ë ü í î ñ ò ü â û ÷ è ñ ë å í è é è ð à á î ÷ è å ô î ð ì ó ë û. 1. Âû÷èñëå-
íèå äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò êîíöîâ ýëåìåíòà ds.

Èç ðèñ. 1, ïîëàãàÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû âáëèçè òî÷êè M0 ëåæèò òî÷êà M
0
� è

M M ds
0 0

� = , ïîëó÷èì:

r a
1 1

= ⋅sin θ , x r
1 1 2

= ⋅cos θ , x r
2 1 2

= ⋅sin θ , x a
3 1

= ⋅cos θ ;

r a
1 1
� �= sin θ , x r

1 1 2
� � �= ⋅cos θ , x r

2 1 2
� � �= ⋅sin θ , x a

3 1
� �= cos θ .

2. Êîíòðîëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ëèíåéíûé ýëåìåíò ds M M≅
0 0

� íà-
õîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ñôåðû, çàäàííîé ðàäèóñîì a (â äàííîì ïðèìåðå — íà ïîâåðõíîñòè
äâóõìåðíîé ñôåðû).

S xx i
i

=
=
∑ 2

1

3

, ( )S xx i
i

� �=
=
∑ 2

1

3

.

Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà S S ax x
� = = 2 .
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Ò à á ë è ö à 1

Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê M M0 0
�

Ñôåðè÷åñêèå

êîîðäèíàòû

Çíà÷åíèÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò â ïðèìåðàõ 1—5

1 2 3 4 5

θ
1

48° 48° 91° 155° 80°

θ
1
� 48.003° 48° 91.003° 155.004° 80.003°

θ
2

30° 30° 130° –80° –170°

θ
2
� 30.002° 30.002° 130.002° –80.002° –170.002°



3. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(x).

dx x x
1 1 1

= −’ , dx x x
2 2 2

= −’ , dx x x
3 3 3

= −’ , ds x dx dx dx( )= + +
1

2

2

2

3

2 .

4. Âû÷èñëåíèå äëèíû ýëåìåíòà dL, èçîáðàæàþùåãî ýëåìåíò ñôåðû ds â íîðìàëü-
íîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè Ïîñòåëÿ (ðèñ. 2).

ρ θ
1 1

1= ⋅ ⋅ °a arc , Y
1 1 2

= ⋅ρ θcos , Y
2 1 2

= ⋅ρ θsin ;

ρ θ
1 1

1� �= ⋅ ⋅ °a arc , Y
1 1 2
� � �= ⋅ρ θcos , Y

2 1 2
� � �= ⋅ρ θsin ,

dY Y Y
1 1 1

= −� , dY Y Y
2 2 2

= −� , dL Y dY dY( )= +
1

2

2

2

5. Âû÷èñëåíèå ìàñøòàáà ñ ïî ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ è ìàñøòàáà cp ïî ïà-
ðàëëåëè â íîðìàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè.

dρ ρ ρ
1 1 1

= −� , dθ θ θ
2 2 2

= −� , u — ïî ôîðìóëå (20), c — ïî ôîðìóëå (19), cp — ïî ôîð-
ìóëå (16).

6. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(Y) ïî åãî ïðîåêöèè dL(Y).

ds Y
dL Y

c
( )

( )
= .

7. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(y) ïî ôîðìóëàì Ïàóëè è âåëè÷è-
íû dL(y).

y1, y2, dy1, dy2 — ïî ôîðìóëàì (13) è (14); ds(y) — ïî ôîðìóëå (8), ïðèíèìàÿ r = r1;

dL y dy dy( )= +
1

2

2

2 .

Ð å ç ó ë ü ò à ò û â û ÷ è ñ ë å í è é. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî äëÿ âñåõ ïðèìå-
ðîâ S Sx x= =� 1. Îñòàëüíûå âû÷èñëåííûå âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â òàáë. 2.

À í à ë è ç ï î ë ó ÷ å í í û õ ä à í í û õ. 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ S S ax x
� = = 2 ïîäòâåð-

æäàåò ïðèíàäëåæíîñòü ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds ïîâåðõíîñòè äâóõìåðíîé ñôåðû ñ ðàäè-
óñîì a = 1.

2. Ïðàêòè÷åñêîå ñîâïàäåíèå âåëè÷èí ds(Y) è ds(x) â äàííûõ ïðèìåðàõ (ñ òî÷íîñòüþ
äî 8-ãî äåñÿòè÷íîãî çíàêà) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíûì, òàê êàê ôàêòè÷åñêè âû-
ïîëíÿëèñü èçîáðàæåíèå ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ïîâåðõíîñòè øàðà â ïëîñêîñòè êàðòîãðà-
ôè÷åñêîé ïðîåêöèè ïî åå èçâåñòíûì ôîðìóëàì è âû÷èñëåíèå íåèñêàæåííîé äëèíû
ýòîãî ýëåìåíòà ñ èñïîëüçîâàíèåì çàâèñèìîñòåé òåîðèè èñêàæåíèé.

26

Ò à á ë è ö à 2

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ïðèìåðàõ 1—5

Âû÷èñëÿåìàÿ

âåëè÷èíà

Çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûå â ïðèìåðàõ 1—5

1 2 3 4 5

ds(x)�108 5843 2594 6293 7135 6264

ds(Y)�108 5843 2594 6293 7135 6264

ds(y)�108 5843 2594 6293 7136 6264

dL(Y)�108 5997 2924 7626 11744 7153

dL(y)�108 5997 2924 7626 11744 7153

u
’

° 60.8 0 43.4 36.5 47.1

c 1.026 1.127 1.212 1.646 1.142

cp 1.127 1.127 1.588 6.401 1.418



3. Ñîâïàäåíèå âåëè÷èí ds(y) è ds(x) ïîäòâåðæäàåò äëÿ n = 2 êîððåêòíîñòü èíòåðï-
ðåòàöèè ôîðìóëû Ïàóëè äëÿ ðèìàíîâûõ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò y âûðàæåíèåì (8), òàê
êàê âû÷èñëåíèå ds ïî ðàçëè÷íûì «ôîðìàì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà» ([4], ñ. 80) äîëæíî äà-
âàòü èäåíòè÷íûå ðåçóëüòàòû ïî îïðåäåëåíèþ.

4. Ñîâïàäåíèå âåëè÷èí ds(y) è ds(Y), à òàêæå âåëè÷èí dL(y) è dL(Y) ïîäòâåðæäàåò
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàåìûå ôîðìóëàìè (1)—(8), îòíîñÿùèìèñÿ ê
ìàòåìàòè÷åñêîìó àïïàðàòó òåîðèè ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ ([4], ñ. 79, 80), ïî êðàé-
íåé ìåðå äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (n = 2, n + 1 = 3) àäåêâàòíî âûðàæàþòñÿ çàâè-
ñèìîñòÿìè èç ìàòåìàòè÷åñêîé êàðòîãðàôèè.

5. Â ïðèìåðå 2 â ñîîòâåòñòâèè ñ èñõîäíûìè äàííûìè ïîëó÷èëè c = cp.
Ìîäåëèðîâàíèå òðåõìåðíîé ñôåðû è åå ïðîåêöèè íà òðåõìåðíîå åâêëèäîâî

ïðîñòðàíñòâî. Óâåëè÷èì ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà n íà 1 è ðàññìîòðèì ìîäåëü ñôå-
ðû n èçìåðåíèé, ðàäèóñà a â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå n + 1 èçìåðåíèé äëÿ n = 3,
n +1 = 4. Ãåîìåòðèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà âûðàæàåòñÿ òåìè æå ôîðìóëàìè (1)—(8), â êî-
òîðûõ n ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ. Ñîñòàâèì ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ýòó ìî-
äåëü ÷åðåç ñâÿçü ñôåðè÷åñêèõ è ïðÿìîóãîëüíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò.

Åñëè íà äâóõìåðíîé ñôåðå ïîëîæåíèå òî÷êè çàäàåòñÿ äâóìÿ óãëîâûìè âåëè÷èíàìè
q1 è q2 (ñì. âûøå), òî ëîãè÷íî ïðèíÿòü, ÷òî íà òðåõìåðíîé ñôåðå ïîòðåáóþòñÿ òðè âåëè-
÷èíû. Îáîçíà÷èì èõ:

— óãîë (äóãà) q1 — ïîëÿðíîå ðàññòîÿíèå îò óñëîâíîãî «ïîëþñà»;
— óãëû q2 è q3 îò óñëîâíûõ íà÷àëüíûõ íàïðàâëåíèé.
Óãëîâîé âåëè÷èíå q1 ïðè çàäàííîì ðàäèóñå ñôåðû a äîëæíà ñîîòâåòñòâîâàòü ëè-

íåéíàÿ âåëè÷èíà r1:

ρ θ
1 1

= a . (21)

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë äàííûõ âåëè÷èí ïðîÿâëÿåòñÿ, åñëè ïðèáåãíóòü ê ðàñøèðå-
íèþ ïîíÿòèÿ «êàðòîãðàôè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ» îò ïëîñêîãî èçîáðàæåíèÿ (â äâóõìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå) íà ïðîñòðàíñòâåííîå èçîáðàæåíèå (â òðåõìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå). Ãðàôè÷åñêèìè èëëþñòðàöèÿìè òàêîãî èçîáðàæåíèÿ ñëóæàò ðèñ. 3
è 4, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè ðèñ. 1 è 2, ïîñòðîåííûõ äëÿ äâóõìåðíîé ñôåðû. Ïîñêîëüêó
äëÿ òðåõìåðíîé ñôåðû, ÿâëÿþùåéñÿ ôèãóðîé ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, íåâîç-
ìîæíî ïîñòðîèòü ðèñóíîê, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûé ðèñ. 1, íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíà
«òðåõìåðíàÿ ýêâàòîðèàëüíàÿ ïëîñêîñòü» òðåõìåðíîé ñôåðû. Ê äåêàðòîâûì êîîðäèíà-
òàì x1 è x2 ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè íà ðèñ. 1 äîáàâëåíà êîîðäèíàòà x3, ê ñôåðè÷åñêîé
êîîðäèíàòå q2 — ñôåðè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà q3.
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Ðèñ. 3. Òðåõìåðíàÿ «ýêâàòîðèàëüíàÿ ïëîñêîñòü» òðåõìåðíîé ñôåðû.



Ðèñ. 4 ïîêàçûâàåò «àçèìóòàëüíóþ ðàâíîïðîìåæóòî÷íóþ ïðîåêöèþ» òðåõìåðíîé
ñôåðû, ñóùåñòâóþùåé â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, íà òðåõìåðíîå åâêëèäîâî
(«ïëîñêîå») ïðîñòðàíñòâî PY1Y2Y3. Ïî àíàëîãèè ñ äâóõìåðíîé ïðîåêöèåé (ðèñ. 2) ïðÿ-
ìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ïðîåêöèè îáîçíà÷àåì çäåñü Y1, Y2, Y3. Òî÷êà M íà ðèñ. 4 ÿâëÿ-
åòñÿ èçîáðàæåíèåì òî÷êè M0 òðåõìåðíîé ñôåðû — òî÷êè, â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ ëè-
íåéíûé ýëåìåíò ds, r1 — ãåîäåçè÷åñêàÿ ëèíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïîëîæåíèå òî÷êè M0 íà
òðåõìåðíîé ñôåðå. Ðàäèóñ-âåêòîð ïðîåêöèè òî÷êè M íà ýêâàòîðèàëüíóþ ïëîñêîñòü
îáîçíà÷èì r2.

Èòàê, ïîëó÷åíà äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíàÿ, íà íàø âçãëÿä, àíàëîãèÿ:
— òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè q1 è q2 äâóõìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà a, ïîñòðîåííîé â òðåõ-

ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (ðèñ. 1), èçîáðàæàåòñÿ íà äâóõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå ïëîñêèìè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè r1 = aq1 è q2 (ðèñ. 2);

— òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè q1, q2, q3 òðåõìåðíîé ñôåðû ðàäèóñà a, ïîñòðîåííîé â ÷å-
òûðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (íà ðèñóíêå íåïðåäñòàâèìî), èçîáðàæàåòñÿ
«íà òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå» ïðîñòðàíñòâåííûìè ïîëÿðíûìè êîîðäè-
íàòàìè r1 = aq1, q2, q3 (ðèñ. 4).

Äàëåå, äëÿ òðåõìåðíîé ñôåðû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïî ôîðìóëàì (2) è
(3) è èç ðèñ. 3 ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî:

x x x x a
1

2

2

2

3

2

4

2 2+ + + = , (22)

r x x x
1

2

1

2

2

2

3

2= + + . (23)

Ïî ôîðìóëàì (6), (7) è (21), ïðèíèìàÿ r = r1, r = r1 ïîëó÷èì:

r a
1 1

= ⋅sin θ , (24)

x a
4 1

= ⋅cos θ (25)

Èç ðèñ. 3 ïîëó÷èì òàêæå

r r
2 1 2

= ⋅sin θ , x r
1 2 3

= ⋅cos θ , x r
2 2 3

= ⋅sin θ , x r
3 1 2

= ⋅cos θ . (26)

Âûâåäåì òàêæå ôîðìóëû èñêàæåíèÿ äëèíû c ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds, àíàëîãè÷íûå
ôîðìóëàì (19), (20), íî ñâîéñòâåííûå ïîëó÷àåìîé «ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêöèè». Èç
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Ðèñ. 4. «Àçèìóòàëüíàÿ ðàâíîïðîìåæóòî÷íàÿ ïðîåêöèÿ» òðåõìåðíîé ñôåðû â òðåõìåðíîå åâêëèäîâî
(«ïëîñêîå») ïðîñòðàíñòâî.



ñðàâíåíèÿ ðèñ. 2 («ïëîñêàÿ ïðîåêöèÿ») è ðèñ. 4 («ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ») âèäíî,
÷òî ðîëü ïàðàëëåëè ïëîñêîé ïðîåêöèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó M(r1, q2), â
ïðîñòðàíñòâåííîé ïðîåêöèè èãðàåò ñôåðà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M(r1, q2, q3). Âåñü-
ìà íàãëÿäíûìè è óáåäèòåëüíûìè äëÿ òàêîé ñôåðû ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äîïó-
ùåíèÿ.

1. Ìàñøòàá äëèí äëÿ îòðåçêîâ, ñîâïàäàþùèõ ñ ïîâåðõíîñòüþ ýòîé «ñôåðû-ïàðàë-

ëåëè», ïîñòîÿíåí, ðàâåí cp è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (16) cp =
θ

θ
1

1
sin

.

2. Îòðåçîê dL, ÿâëÿþùèéñÿ èçîáðàæåíèåì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds, èñõîäÿùèé èç
òî÷êè M(r1, q2, q3), ìîæåò íàõîäèòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû ëèáî çàíèìàòü ïîëîæåíèå
ïî ëþáîìó íàïðàâëåíèþ â ïðîñòðàíñòâå ïîä óãëîì u ê ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåð-
õíîñòè ñôåðû â òî÷êå M.

3. Ðîëü ýëëèïñà èñêàæåíèé äëèí â òî÷êå M â äàííîì ñëó÷àå èãðàåò «ýëëèïñîèä èñ-
êàæåíèé» — ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ ñ ïîëóîñÿìè ae = cp, be = 1 (îñü âðàùåíèÿ). Ýêâàòîðè-
àëüíàÿ îêðóæíîñòü ýòîãî ýëëèïñîèäà ñ ðàäèóñîì ae íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè T2MT3

(ðèñ. 4), êàñàþùåéñÿ ñôåðû-ïàðàëëåëè è íîðìàëüíîé ê åå ðàäèóñó r1 â òî÷êå M.
4. Óãîë u (ðèñ. 5) ìåæäó ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòüþ ýëëèïñîèäà èñêàæåíèé è ëè-

íåéíûì ýëåìåíòîì dL îïðåäåëÿåò óâåëè÷åíèå äëèí c ïî òîìó æå çàêîíó, êàê è óãîë u
îòíîñèòåëüíî áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà èñêàæåíèé äëÿ «äâóõìåðíîé» ïðîåêöèè. Ïîý-
òîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàñøòàáà c ïî ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ u â ïðîñòðàíñòâå
ïðèìåíèìà ôîðìóëà (19). Òàêîå äîïóùåíèå îñîáåííî óáåäèòåëüíî, åñëè ìûñëåííî
ïðîâåñòè ïëîñêîñòü ÷åðåç ìàëóþ ïîëóîñü ýëëèïñîèäà è ëèíåéíûé ýëåìåíò dL. Â ñå÷å-
íèè ïîëó÷èì ýëëèïñ ñ ïîëóîñÿìè ae, be.

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî âçàèìíîå ïîëîæåíèå ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè T2MT3 ýëëèïñî-
èäà èñêàæåíèé, îòðåçêà MM� = dL è âñïîìîãàòåëüíûõ îòðåçêîâ dr1, dT2, dT3, dw, îïðå-
äåëÿåìûõ ïðèðàùåíèÿìè êîîðäèíàò r1, q2, q3 îò M ê M�. Ïîëîæåíèå îñåé MT2 è MT3, ëå-
æàùèõ â ýêâàòîðèàëüíîé ïëîñêîñòè T2MT3 ýëëèïñîèäà èñêàæåíèé, ïîêàçàíî òàêæå íà
ðèñ. 4. Ñîãëàñíî ðèñ. 4 è 5, ó÷èòûâàÿ ìàëîñòü dL è òî, ÷òî ïëîñêîñòü T2MT3 íîðìàëüíà ê
PM, ïîëó÷èì:

dT d
2 1 2

= ⋅ρ θ ; dT d
3 1 3 2

= ⋅ ⋅ρ θ θcos ; dw dT dT= +
2

2

3

2 ; tgu
d

dw
=

ρ
1
;

u
d

d d
=

⋅ + ⋅ ⋅
arctg

ρ

θ ρ θ ρ θ
1

2 1

2

3 1 2

2( ) ( sin )
. (27)
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Êàê îòìå÷åíî âûøå, èñêàæåíèå äëèíû ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííîãî ëèíåéíîãî
ýëåìåíòà ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ äëÿ äàííîé ìîäåëè ïî ôîðìóëå (19):

c
a

a
u u

=










 +

1

2

1

2

2 1 2 2

ρ

ρ
sin cos sin

.

Ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò Y «ïðîñòðàíñòâåííîé» ïðîåêöèè
ñôåðû 3 èçìåðåíèé íà «ïëîñêîñòü» 3 èçìåðåíèé ïîëó÷èì èç ðèñ. 4 ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ
(21):

ρ θ
1 1

= ⋅a , ρ ρ θ
2 1 2

= ⋅sin ,

Y
1 2 3

= ⋅ρ θcos , Y
2 2 3

= ⋅ρ θsin , Y
3 1 2

= ⋅ρ θcos . (28)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê áûëî ñäåëàíî âûøå (äëÿ n = 2, n + 1 = 3), ïðîâåðèì äëÿ ñëó-

÷àÿ n = 3, n + 1 = 4 âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé ds x ds y ds Y
dL

c
( ) ( ) ( )= = = , ãäå

dl dY dY dY= + +
1

2

2

2

3

2 ÿâëÿåòñÿ èçîáðàæåíèåì ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds ÷åòûðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà â «ïëîñêîñòè» ïîñòðîåííîé òðåõìåðíîé ïðîåêöèè.
Ðåøåíèå ïðèìåðîâ äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (11) ïðè n = 3. Ìî-

äåëèðóåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûé ëèíåéíûé ýëåìåíò ds íà ñôåðå 3 èçìåðåíèé, ïîñòðîåí-
íîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå 4 èçìåðåíèé. Âû÷èñëÿþòñÿ äëèíû ds ïî êîîðäèíàòàì
xi ïðîñòðàíñòâà 4 èçìåðåíèé, ïî èçîáðàæåíèþ dL ýëåìåíòà ds â ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé
àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè è ïî ðèìàíîâûì íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì yi.

È ñ õ î ä í û å ä à í í û å. Ðàäèóñ ñôåðû a = 1. Íà ñôåðå ïîëîæåíèå òî÷êè çàäàåòñÿ
ïîëÿðíûì ðàññòîÿíèåì q1 îò óñëîâíîãî «ïîëþñà» è óãëàìè q2 è q3. Ñôåðè÷åñêèå êîîð-
äèíàòû òî÷åê M0(q1, q2, q3) è M

0 1 2 3
R R R R( )θ θ θ , îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå ëèíåéíîãî ýëåìåí-

òà ds M M=
0 0

� , ïðèâåäåíû â òàáë. 3 (ïðèìåðû 6, 7).
Ï î ñ ë å ä î â à ò å ë ü í î ñ ò ü â û ÷ è ñ ë å í è é è ð à á î ÷ è å ô î ð ì ó ë û. 1. Âû÷èñëå-

íèå äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò êîíöîâ ýëåìåíòà ds ïî ôîðìóëàì (24—26)
è ðèñ. 3.

r a
1 1

= ⋅sin θ , r r
2 1 2

= ⋅sin θ ;

r a
1 1
� �= ⋅sin θ , r r

2 1 2
� � �= ⋅sin θ ;
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Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê M M0 0
�

Èñõîäíûå

ñôåðè÷åñêèå

êîîðäèíàòû

Çíà÷åíèÿ n è çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò â ïðèìåðàõ 6—9

6

n = 3

7

n = 3

8

n = 4

9

n = 10

θ
1

120° 48° 155° 40°

dθ
1

0.003° 0° 0.004° 0.003°

αi 179° 30° –80° 130°

d iα 0.002° 0.002° –0.002° 0.003°

β i –139° 10° 25° 80°

d iβ –0.004° 0.004° 0.003° 0.004°



x r
1 2 3

= ⋅cos θ , x r
2 2 3

= ⋅sin θ , x r
3 1 2

= ⋅cos θ , x a
4 1

= ⋅cos θ ;

x r
1 2 3
� � �= ⋅cos θ , x r

2 2 3
� � �= ⋅sin θ , x r

3 2 2
� � �= ⋅cos θ x a

4 1
� �= ⋅cos θ .

2. Êîíòðîëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ëèíåéíûé ýëåìåíò ds M M≅
0 0

� íà-
õîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâà ñôåðû, çàäàííîé ðàäèóñîì a (â äàííîì ïðèìåðå — íà
«ïîâåðõíîñòè» òðåõìåðíîé ñôåðû).

S xx i
i

=
=
∑ 2

1

4

, ( )S xx i
i

� �=
=
∑ 2

1

4

.

Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà S S ax x
� = = 2 .

3. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds ïî êîîðäèíàòàì xi ïðîñòðàíñòâà 4
èçìåðåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1).

dx x x
1 1 1

= −R , dx x x
2 2 2

= −R , dx x x
3 3 3

= −R , dx x x
4 4 4

= −R ;

ds x dx dx dx dx( )= + + +
1

2

2

2

3

2

4

2 .

4. Âû÷èñëåíèå äëèíû ýëåìåíòà dL, èçîáðàæàþùåãî ýëåìåíò ñôåðû ds â òðåõìåð-
íîé íîðìàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè (ðèñ. 4).

ρ θ
1 1

1= ⋅ ⋅ °a arc , ρ ρ θ
2 1 2

= ⋅sin ;

ρ θ
1 1

1� �= ⋅ ⋅ °a arc , ρ ρ θ
2 1 2
� � �= ⋅sin ;

Y
1 2 3

= ⋅ρ θcos , Y
2 2 3

= ⋅ρ θsin , Y
3 1 2

= ⋅ρ θcos ;

Y
1 2 3
� � �= ⋅ρ θcos , Y

2 2 3
� � �= ⋅ρ θsin , Y

3 1 2
� � �= ⋅ρ θcos ;

dY Y Yi i i= −� , dL Y dY dY dY( )= + +
1

2

2

2

3

2 .

5. Âû÷èñëåíèå ìàñøòàáà ñ ïî ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ â òðåõìåðíîé íîðìàëü-
íîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè.

dρ ρ ρ
1 1 1

= −� , dθ θ θ
2 2 2

= −� , dθ θ θ
3 3 3

= −� , u — ïî ôîðìóëå (27), c — ïî ôîðìóëå (19).
6. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(Y) ïî åãî ïðîåêöèè dL(Y).

ds Y
dL Y

c
( )

( )
= .

7. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(y) ïî ôîðìóëàì Ïàóëè è âåëè÷è-
íû dL(y).

y1, y2, y3, dy1, dy2, dy3 — ïî ôîðìóëàì (13) è (14); ds(y) — ïî ôîðìóëå (8), ïðèíèìàÿ
r = r1;

dL y dy dy dy( )= + +
1

2

2

2

3

2 .

Ð å ç ó ë ü ò à ò û â û ÷ è ñ ë å í è é ïðèâåäåíû â òàáë. 4 (ïðèìåðû 6, 7). Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèé (11) äëÿ n = 3 è ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå. Åñëè ïðèíÿòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ðåàëüíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Âñåëåííîé ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñ ïîñòîÿííîé êðèâèçíîé, ò. å. ñôåðîé 3 èçìå-
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ðåíèé ([4], ñ. 252), òî äëÿ íàáëþäàåìûõ îáúåêòîâ èìååò ìåñòî èñêàæåíèå âåëè÷èí èõ
ïîïåðå÷íèêîâ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì:

p p cpíàá èñò= , c
a ap = =

θ
θ

ρ ρ
1

1

1 1

sin
:sin , (29)

ãäå píàá — âåëè÷èíà ïîïåðå÷íèêà, ïîëó÷åííàÿ èç íàáëþäåíèé, pèñò — èñòèííàÿ âåëè÷èíà
ïîïåðå÷íèêà, ñp — óâåëè÷åíèå äëèí íà «ñôåðå-ïàðàëëåëè» òðåõìåðíîãî ñôåðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà, r1 — ðàññòîÿíèå äî îáúåêòà, a — ðàäèóñ êðèâèçíû ñôåðè÷åñêîé Âñåëåí-
íîé. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ââèäó «èñêëþ÷èòåëüíî áîëüøîãî» ðàäèóñà
êðèâèçíû ìèðà ïî ñðàâíåíèþ, íàïðèìåð, ñ ðàçìåðàìè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû ([4 ], ñ. 253)
óêàçàííûé ýôôåêò ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííûì òîëüêî äëÿ îáúåêòîâ, îòñòîÿùèõ íà ðàñ-
ñòîÿíèÿ, ñðàâíèìûå ñ âåëè÷èíîé a: íàïðèìåð, ïðè r1 = 0.1�a ïîëó÷èì ñp – 1 = 0.002.

Ìîäåëèðîâàíèå ñôåðû n èçìåðåíèé è åå ïðîåêöèè íà n-ìåðíóþ «ïëîñêîñòü».
Êàê ïîêàçàíî âûøå äëÿ n = 2 è n = 3, ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàåìûå ôîðìóëàìè (1) è (8)
([4], ñ. 79, 80), îòíîñÿùèìèñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó àïïàðàòó òåîðèè ìíîãîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ïóòåì ââåäåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò àäåêâàòíî âûðàæàþòñÿ çàâèñèìî-
ñòÿìè èç ìàòåìàòè÷åñêîé êàðòîãðàôèè. Ñîîòíîøåíèÿ (1)—(8) ïî îïðåäåëåíèþ ïîçâî-
ëÿþò ïîëó÷àòü ëèíåéíûé ýëåìåíò ds(y) ïðè ëþáûõ öåëûõ, ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ, çíà-
÷åíèÿõ n. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ, íà íàø âçãëÿä, è àïïàðàò, êîòîðûé ïîçâîëÿë
áû äëÿ ëþáûõ n âû÷èñëÿòü:

— âåëè÷èíû xi ïî ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì qi íà ñôåðå n èçìåðåíèé, ÿâëÿþùåéñÿ
«ãèïåðïîâåðõíîñòüþ» â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå n + 1 èçìåðåíèé;

— âåëè÷èíû Yi, dL, u, c íîðìàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè
ñôåðû n èçìåðåíèé íà n-ìåðíóþ «ïëîñêîñòü»;

— ëèíåéíûé ýëåìåíò ds Y
dL Y

c
( )

( )
= äëÿ ñëó÷àÿ n-ìåðíîé ñôåðû.

Èç àíàëèçà ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ äëÿ n = 2 è n = 3, âûâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çà-
âèñèìîñòè, îáîáùåííûå äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé n.

Â û ÷ è ñ ë å í è å ï ð ÿ ì î ó ã î ë ü í û õ ï ð î ñ ò ð à í ñ ò â å í í û õ ê î î ð ä è í à ò xi.

r1 = a�sin q1. (30)

Ïðè çíà÷åíèÿõ i îò 2 äî n-1

ri = ri – 1 sin qi. (31)
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Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ïðèìåðàõ 6—10

Âû÷èñëÿåìàÿ

âåëè÷èíà

Çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìûõ âåëè÷èí, ïîëó÷åííûå â ïðèìåðàõ 6—9

6

n = 3

7

n = 3

8

n = 4

9

n = 10

ds(x)�108 6047 3669 7486 8757

ds(Y)�108 6047 3669 7486 8757

ds(y)�108 6047 3669 7486 8757

dL(Y)�108 8996 4136 18654 9249

dL(y)�108 8996 4136 18654 9249

u
’

° 35.6 0 22.0 34.5

c 1.488 1.127 2.492 1.056

cp 2.418 1.127 6.401 1.086



Ïðè çíà÷åíèÿõ i îò 1 äî n,

åñëè òî

åñëè òî

åñëè

i x r

i x r

i n n

i n n

= =
= =

−

−

1

2

1

1

, cos ;

, sin ;

θ
θ

i x ri n i n i
> =









+ − + −2
1 2

, cos ;òî θ

(32)

x a
n+ =

1 1
cos θ . (33)

Â û ÷ è ñ ë å í è å ï ð ÿ ì î ó ã î ë ü í û õ ê î î ð ä è í à ò Yi.

r1 = a�q1�arc1°. (34)

Ïðè çíà÷åíèÿõ i îò 2 äî n

ri = ri – 1 sinqi. (35)

Ïðè çíà÷åíèÿõ i îò 1 äî n,

åñëè òî

åñëè òî

åñëè

i Y

i Y

i n n

i n n

= =

= =
−

−

1

2

1

1

, cos ;

, sin ;

ρ θ

ρ θ

i Y ri n i n i
> =









+ − + −2
1 2

, cos .òî θ

(36)

Â û ÷ è ñ ë å í è å ó ã ë à u.

Åñëè òî arctg
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Ôîðìóëû (30)—(36) ïîçâîëÿþò ïî çàäàííûì ñôåðè÷åñêèì êîîðäèíàòàì qi òî÷êè
M0 n-ìåðíîé ñôåðû âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû xi è Yi. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ, îòíîñÿùèõñÿ ê
òî÷êå M

0
� ïðèíèìàåòñÿ r a

1 1
� �= sin θ , è âñåì ïåðåìåííûì, âõîäÿùèì â ôîðìóëû

(31)—(36), ïðèäàåòñÿ âåðõíèé èíäåêñ «øòðèõ».
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðàíåå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ n = 2 è n = 3 ÿâëÿþòñÿ ÷àñò-

íûì ñëó÷àåì ôîðìóë (30)—(37).
Ðåøåíèå ïðèìåðîâ äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (11) ïðè çíà÷åíè-

ÿõ n > 2. Ìîäåëèðóåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûé ëèíåéíûé ýëåìåíò ds íà ñôåðå n èçìåðåíèé,
ïîñòðîåííîé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå n + 1 èçìåðåíèé. Âû÷èñëÿåòñÿ äëèíà ds ïî
êîîðäèíàòàì xi ïðîñòðàíñòâà n + 1 èçìåðåíèé, ïî èçîáðàæåíèþ dL ýëåìåíòà ds â ðàâíî-
ïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè è ïî ðèìàíîâûì íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì yi.

È ñ õ î ä í û å ä à í í û å. Ðàäèóñ ñôåðû a = 1. Íà ñôåðå ïîëîæåíèå òî÷êè çàäàåòñÿ
ñôåðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè qi äëÿ çíà÷åíèé i îò 1 äî n. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî-
÷åê M0(q1, q2, q3,...,qn) è M n0 1 2 3

� ( , , ,... , )’ ‘ ‘ ‘θ θ θ θ , îïðåäåëÿþùèõ ïîëîæåíèå ëèíåéíîãî ýëå-
ìåíòà ds M M=

0 0
� , çàäàþòñÿ äàííûìè òàáë. 3 è ïðèâîäèìûìè íèæå óñëîâèÿìè.

Äëÿ i = 1: θ θ θ
1 1 1
� = + d . Ïðè çíà÷åíèÿõ i îò 2 äî n: qi = ai, dqi = dai äëÿ ÷åòíûõ çíà÷å-

íèé i, qi = bi, dqi = dbi äëÿ íå÷åòíûõ çíà÷åíèé i, θ θ θi i id� = + .
Äàííûå óñëîâèÿ ïîçâîëÿþò äëÿ ëþáîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ n àâòîìàòè÷åñêè ãåíå-

ðèðîâàòü n çíà÷åíèé q . Îòäåëüíî çàäàâàåìîå çíà÷åíèå q1 ïîçâîëÿåò ââîäèòü óñëîâèå
θ θ

1 1
� = äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèìåðà, ãäå c = cp. Ïîâòîðÿåìîñòü (÷åðåç îäíî) çíà÷åíèé q â
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ïðèìåðàõ íå íàðóøàåò, íà íàø âçãëÿä, îáùíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è. Â ïðèìåðå 7 ïðèíÿòî
θ θ

1 1
� = è ýëåìåíò ds ñîâïàäàåò ñî «ñôåðîé-ïàðàëëåëüþ».

Ï î ñ ë å ä î â à ò å ë ü í î ñ ò ü â û ÷ è ñ ë å í è é è ð à á î ÷ è å ô î ð ì ó ë û. 1. Âû÷èñëå-
íèå r r x xi i i i, ,� �è ïî ôîðìóëàì (30)—(33) äëÿ i îò 1 äî n + 1.

2. Êîíòðîëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ëèíåéíûé ýëåìåíò ds M M≅
0 0

� íà-
õîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâà ñôåðû n èçìåðåíèé, çàäàííîé ðàäèóñîì a.

S xx i
i

n

=
=

+

∑ 2

1

1

, ( )S xx i
i

n

� �=
=

+

∑ 2

1

1

.

Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà S S ax x
� = = 2 .

3. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(x) ïî êîîðäèíàòàì xi ïðîñòðàíñò-
âà n + 1 èçìåðåíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1).

dx x xi i i= −’ , ds x dxi
i

n

( )=
=

+

∑ 2

1

1

.

4. Âû÷èñëåíèå äëèíû ýëåìåíòà dL(Y), èçîáðàæàþùåãî ýëåìåíò ñôåðû ds â n-ìåð-
íîé «íîðìàëüíîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè (Ïîñòåëÿ)».

ρ i è ρ i
� ïî ôîðìóëàì (34), (35); Y i è Y i

� ïî ôîðìóëàì (36) äëÿ i îò 1 äî n; dY Y Yi i i= −� ,

dL Y dY i
i

n

( )=
=
∑ 2

1

.

5. Âû÷èñëåíèå ìàñøòàáà ñ ïî ïðîèçâîëüíîìó íàïðàâëåíèþ â n-ìåðíîé íîðìàëü-
íîé ðàâíîïðîìåæóòî÷íîé àçèìóòàëüíîé ïðîåêöèè.

dρ ρ ρ
1 1 1

= −� , u — ïî ôîðìóëàì (37), c — ïî ôîðìóëå (19).
6. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(Y) ïî åãî ïðîåêöèè dL(Y).

ds Y
dL Y

c
( )

( )
= .

7. Âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds(y) ïî ôîðìóëàì Ïàóëè è âåëè÷è-
íû dL(y).

yi è dyi — ïî ôîðìóëàì (13) è (14); ds(y) — ïî ôîðìóëå (8), ïðèíèìàÿ r = r1,

dL y dyi
i

n

( )=
=
∑ 2

1

.

Ð å ç ó ë ü ò à ò û â û ÷ è ñ ë å í è é. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîëó÷åíî äëÿ âñåõ ïðèìå-
ðîâ S Sx x= =� 1. Îñòàëüíûå âû÷èñëåííûå âåëè÷èíû ïðèâåäåíû â òàáë. 4.

À í à ë è ç ï î ë ó ÷ å í í û õ ä à í í û õ. 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ S S ax x
� = = 2 ïîäòâåð-

æäàåò ïðèíàäëåæíîñòü ëèíåéíîãî ýëåìåíòà ds ïîâåðõíîñòè n-ìåðíîé ñôåðû ñ ðàäèó-
ñîì a = 1.

2. Ñîâïàäåíèå âåëè÷èí ds(Y) è ds(x) â äàííûõ ïðèìåðàõ ïîäòâåðæäàåò êîððåêò-
íîñòü ïðåäëîæåííîé ìîäåëè n-ìåðíîé ñôåðû è ïðèìåíèìîñòü ôîðìóë ìàòåìàòè÷å-
ñêîé êàðòîãðàôèè (òåîðèè èñêàæåíèé) äëÿ ðàñ÷åòà èñêàæåíèé äëèí â ïðîåêöèè òàêîé
ñôåðû íà «n-ìåðíóþ ïëîñêîñòü».

3. Ñîâïàäåíèå âåëè÷èí ds(y)è ds(x) ïîäòâåðæäàåò äëÿ n > 2 êîððåêòíîñòü èíòåðïðå-
òàöèè ôîðìóëû Ïàóëè äëÿ ðèìàíîâûõ íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò y [4] ôîðìóëîé (8) .

4. Ñîâïàäåíèå âåëè÷èí ds(y) è ds(Y), à òàêæå âåëè÷èí dL(y) è dL(Y) ïîäòâåðæäàåò
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ, îïèñûâàåìûå ôîðìóëàìè (1)—(8) [4], îòíîñÿùèìè-
ñÿ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó àïïàðàòó òåîðèè ìíîãîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ, äëÿ ñôåðû n èçìå-
ðåíèé â ïðîñòðàíñòâå n + 1 èçìåðåíèé àäåêâàòíî âûðàæàþòñÿ çàâèñèìîñòÿìè èç ìàòå-
ìàòè÷åñêîé êàðòîãðàôèè.
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5. Â ïðèìåðå 7 â ñîîòâåòñòâèè ñ èñõîäíûìè äàííûìè ïîëó÷èëè c = cp.
Îòìåòèì â çàêëþ÷åíèå, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èìååòñÿ ðÿä ðàáîò, â êî-

òîðûõ èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû îòîáðàæåíèÿ ñôåðû n èçìåðåíèé (Sn) â åâêëèäîâî ïðî-
ñòðàíñòâî (Rn) ìåòîäàìè òîïîëîãèè è êîìáèíàòîðíîé ãåîìåòðèè [1, 3, 6]. Â äàííîé ñòàòüå
ýòà çàäà÷à ðàññìîòðåíà ïóòåì ââåäåíèÿ ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàò è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ â
ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîé êàðòîãðàôèè.
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ÀÐÈÄÍÛÅ ×ÅÐÒÛ Â ÌÎÐÔÎÃÅÍÅÇÅ ÇÅÌÍÎÉ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ
ÍÀ ÞÃÅ ÂÎÑÒÎ×ÍÎÉ ÑÈÁÈÐÈ

Áîëåå ñòîëåòèÿ ýîëîâûå îòëîæåíèÿ þãà Âîñòî÷íîé Ñèáèðè èçó÷àþòñÿ ñ îñîáûì
âíèìàíèåì. Îäíèì èç ïåðâûõ áûë Â. À. Îáðó÷åâ [15], çàòåì ïðè ðåãèîíàëüíûõ è ñïåöè-
àëüíûõ ãåîìîðôîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ýîëîâûå ïåñêè è ñîçäàííûå èìè ãåîìîð-
ôîëîãè÷åñêèå ëàíäøàôòû íåîäíîêðàòíî îáðàùàëè íà ñåáÿ âíèìàíèå [8—11, 16, 17, 19], à â
ïîñëåäíèå ãîäû ïðîâåäåíû äåòàëüíûå ðàáîòû íà ïîáåðåæüÿõ Áàéêàëà è ðÿäà ñóõîäîëü-
íûõ âïàäèí Áàéêàëüñêîãî òèïà [1—7, 14, 22]. Ýòîò èíòåðåñ íå ñëó÷àåí è èìååò ÿâíûé ïðè-
êëàäíîé àñïåêò: èç-çà ýîëîâûõ ïðîöåññîâ, íàïðèìåð, â XIX â. áûë ïîêèíóò ã. Ñåëåí-
ãèíñê íà ïðàâîì áåðåãó îäíîèìåííîé ðåêè, âïàäàþùåé â Áàéêàë. Ïåðèîäè÷åñêè ïðîÿâ-
ëÿþùèåñÿ â ðåãèîíå ïûëüíûå áóðè ñîïðîâîæäàþòñÿ ñèëüíûìè âåòðàìè è ïðèíîñÿò
çíà÷èòåëüíûé ìàòåðèàëüíûé óùåðá, âêëþ÷àÿ âûãîðàíèå íàñåëåííûõ ïóíêòîâ è äà÷-
íûõ ïîñåëêîâ.

Ïðîâåäåííûå ðàçíûìè àâòîðàìè èññëåäîâàíèÿ â îñíîâíîì îðèåíòèðîâàíû íà èçó-
÷åíèå ïåðåíîñà è àêêóìóëÿöèè ýîëîâûõ ïåñêîâ, à äåíóäàöèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïðî-
öåññà îñòàåòñÿ â òåíè. Ê òîìó æå â íèõ îòñóòñòâóþò àðãóìåíòèðîâàííûå ïðåäñòàâëåíèÿ
îá îñîáåííîñòÿõ ïðîÿâëåíèÿ ýîëîâûõ ïðîöåññîâ â òå÷åíèå ÷åòâåðòè÷íîãî âðåìåíè è
îñîáåííî ýïîõè ïîÿâëåíèÿ è ïîñëåäóþùåãî îáèòàíèÿ â ðåãèîíå ÷åëîâå÷åñêèõ ñîîá-
ùåñòâ. Ðàáîòû ïî èçó÷åíèþ ë¸ññîâèäíûõ îáðàçîâàíèé (à íå òîëüêî ýîëîâûõ ïåñêîâ)
èìåþò ïî ïîíÿòíûì ïðè÷èíàì ÿâíûé èíæåíåðíî-ãåîëîãè÷åñêèé óêëîí [18]. Ãëàâíûé
íåäîñòàòîê ïðîâåäåííûõ ðàíåå èññëåäîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ýîëîâûé ïðîöåññ
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